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Abstract
We propose a stochastic extension of deformation quantization on a Hilbert
space. The Moyal product is defined in this context on the space of functionals
belonging to all of the Sobolev spaces of the Malliavin calculus.
Re´sume´
Nous proposons une version stochastique de la quantification par dformation
sur un espace de Hilbert. Dans ce cadre, le produit de Moyal est de´fini sur
l’espace des fonctionnelles appartenant a` tous les espaces de Sobolev du Calcul
de Malliavin.
1 Introduction
Le premier de cette note auteur a re´cemment e´tudie´ la the´orie de la quan-
tification par de´formation sur un espace de Hilbert [2] qui est une extension
en dimension infinie de [1] (Voir [3] pour un article de revue re´cent). Les for-
mules obtenues sont tre`s analogues a` celles de l’analyse de Wiener sur un espace
de Wiener abstrait H ⊂ W [4], [7], [9], [10]. On remarque ne´anmoins que les
spe´cificite´s du Calcul de Malliavin par rapport aux travaux ante´rieurs (Voir les
travaux de Fomin, Albeverio, Elworthy, Hida, Berezanskii) sont les suivantes :
a) il conside`re l’intersection de tous les espaces Lp sur l’espace de Wiener au
lieu de conside´rer uniquement l’espace de Hilbert L2, si bien que l’ensemble des
fonctions test du Calcul de Malliavin constitue une alge`bre graˆce a` l’ine´galite´
de Ho¨lder ;
b) il effectue la comple´tion des ope´rations diffe´rentielles connues en ce temps
sur l’espace de Wiener, si bien qu’une fonctionnelle appartenant a` tous les es-
1
paces de Sobolev du Calcul de Malliavin n’est en ge´ne´ral que presque surement
de´finie, puisqu’il n’y a pas de the´ore`me d’injection de Sobolev en dimension
infinie.
Par rapport au travail [2], nous conside´rons l’alge`bre des fonctionnelles test
au sens de Malliavin. Les formules de [2] restent valides, mais seulement presque
surement, et avec des conditions naturelles d’inte´grabilite´.
Comme l’a remarque´ Meyer [8], on peut se ramener au cas de l’e´tude de
L2([0, 1]) et de l’espace de Wiener usuel.
2 Brefs rappels sur le calcul de Malliavin
Soit H ⊂ W un espace de Wiener abstrait [9]. Soit F une fonctionnelle
appartenant a` tous les espaces de Sobolev du Calcul de Malliavin.∇rF re´alise un
e´le´ment ale´atoire deH⊗ˆr, ⊗ˆ de´signant le produit tensoriel hilbertien syme´trique,
puisqu’on ne de´rive que dans la direction de H . On pose
‖F‖r,p = E[‖∇
rF‖p]1/p. (1)
Wr,p est l’espace des fonctionnelles telles que ‖F‖r,p <∞.W∞− est l’espace des
fonctionnelles telles que ‖F‖r,p < ∞ pour tout r et tout p. C’est une alge`bre
commutative. De fac¸on analogue, on peut de´finir des espaces de Sobolev de
fonctionnelles a` valeurs dans des espaces de Hilbert.
Dans le cas ou` H = L2([0, 1]) ⊂ C([0, 1]) est l’espace de Wiener habituel
(on assimile h ∈ L2([0, 1]) a` la fonction s 7→
∫ s
0
h(u)du). ∇rF est un e´le´ment
ale´atoire F (s1, . . . , sr). La fonctionnelle F appartient a` Wr,p si
E[(
∫
[0,1]r
|∇rF (s1, . . . , sr)|
2ds1 · · · dsr)
p/2]1/p <∞. (2)
3 Quantification par de´formation d’un espce de
Wiener abstrait
Soit H ⊂ W un espace de Wiener abstrait. Au lieu de conside´rer comme
dans [2] l’alge`bre des fonctions C∞ au sens de Fre´chet sur H , on prend W∞−
comme alge`bre de fonctions de´finies sur W .
De´finition 3.1 (W∞−, {·, ·}) est appele´ un espace de Wiener de Poisson si les
conditions suivantes sont re´alise´es :
i) il existe une application biline´aire ale´atoire P de H ×H a` valeurs dans R
appartenant a` tous les espaces de Sobolev sur W ;
ii) si on pose pour F et G appartenant a` tous les espaces de Sobolev du
Calcul de Malliavin :
{F,G} = P (∇F,∇G), (3)
alors {·, ·} est un crochet de Poisson.
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Un crochet de Poisson sur l’espace deWiener est un cas particulier d’ope´rateur
r-diffe´rentiel sur l’espace de Wiener de´fini par :
De´finition 3.2 Un ope´rateur r-diffe´rentiel A surW∞− est de´fini par les donne´es
suivantes :
i) une famille finie an1,...,nr d’applications de H⊗ˆn1 × · · · ×H⊗ˆnr a` valeurs
dans R appartenant a` tous les espaces de Sobolev du Calcul de Malliavin ;
ii) pour F1, . . . , Fr ∈W∞−, on a :
A(F1, . . . , Fr) =
∑
an1,...,nr (∇n1F1, . . . ,∇
nrFr). (4)
Il re´sulte de l’ine´galite´ de Ho¨lder que A applique continuement W r∞− sur W∞−.
Nous pouvons maintenant donner la de´finition d’une quantification par de´for-
mation d’un espace de Wiener abstrait.
De´finition 3.3 Soit (W∞−, {·, ·}) un espace de Wiener de Poisson. On con-
side`re l’espace W∞−[[h]] des se´ries formelles
∑
hnFn ou` Fn appartient a` W∞−.
Un star-produit ⋆~ est la donne´e d’une application R[[~]]-biline´aire deW∞−[[~]]×
W∞−[[~]] dans W∞−[[h]] telle que :
i) F ⋆~ G =
∑
~
rCr(F,G) ;
ii) C0(F,G) = FG ;
iii) C1(F,G) − C1(G,F ) = 2{F,G} ;
iv) Cr est un ope´rateur bidiffe´rentiel au sens de la de´finition 3.2 ;
v) F ⋆~ (G ⋆~ H) = (F ⋆~ G) ⋆~ H.
La partie suivante est consacre´e a` l’e´tude d’un exemple.
4 Le produit de Moyal stochastique
Nous conside´rons H = L2([0, 1])⊕L2([0, 1]) et W = C([0, 1))⊕C([0, 1]). Le
symbole w1 de´signe un e´le´ment du premier espace de Wiener et w2 un e´le´ment
du deuxieme (les deux espaces de Wiener dans W sont inde´pendants). Si F et
G sont deux fonctionnelles appartenant a` W∞− pour l’espace de Wiener total,
on introduit :
{F,G}(w1, w2) =
∫ 1
0
∇1F (s)∇2G(s)ds−
∫ 1
0
∇1G(s)∇2F (s)ds. (5)
Dans la premie`re inte´grale, nous de´rivons F par rapport au premier espace et
G par rapport au second espace de Hilbert, et re´ciproquement dans la seconde
inte´grale.
Nous avons clairement :
The´ore`me 4.1 W∞− muni du crochet (5) est un espace de Wiener de Poisson.
Soit α1, . . . , αr, β1, . . . , βr des entiers e´gaux a` 1 ou 2. Nous posons (Voir [2]
(6)) :
< ∇rα1,...,αrF,∇
r
β1,...,βrG >= (6)∫
[0,1]r
ds1 · · · dsr∇
r
α1,...,αrF (s1, . . . , sr)∇
r
β1,...,βrG(s1, . . . , sr).
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Cela de´finit clairement un ope´rateur bidiffe´rentiel au sens de la de´finition 3.2.
Soit Λ la matrice symplectique 2 × 2 de´finie par Λ1,2 = 1. Suivant [2] (7),
nous posons :
Cr(F,G) =
∑
α1,...,αr,β1,...,βr
Λα1,β1 · · ·Λαr,βr < ∇rα1,...,αrF,∇
r
β1,...,βrG > . (7)
Comme dans (7) la somme est finie, Cr est un ope´rateur bidiffe´rentiel sur l’espace
de Wiener total.
De´finition 4.2 Le produit de Moyal stochastique est de´fini par :
F ∗h G = FG+
∑
r≥1
hr
r!
Cr(F,G). (8)
En proce´dant comme dans [2], The´oreme 1, on montre :
The´ore`me 4.3 Le produit de Moyal stochastique re´alise une quantification par
de´formation de l’espace de Wiener de Poisson (W∞−, {·, ·}).
5 L’espace de phase de l’espace de Wiener
On a proce´de´ ci-dessus comme si W e´tait l’espace de phase de l’espace
de Wiener C([0, 1]) muni de sa forme symplectique canonique. Mais comme
l’ont montre´ les travaux de Le´andre [5, 6] il faut plutoˆt conside´rer comme
espace de phase de l’espace de Wiener l’espace C([0, 1]) ⊕ L2([0, 1]) ou` on a
assimile´ L2([0, 1]) a` l’espace de Sobolev H1,2([0, 1]) des applications f telles∫ 1
0 |d/dsf(s)|
2ds < ∞. Sur L2([0, 1]) nous mettons la mesure Gaussienne avec
espace auto-reproduisant H1,2 des h tels que
∫ 1
0
|d/dsh(s)|2ds = ‖h‖21,2 <∞. Si
l’on prend la de´rive´e d’une fonctionnelle F dans la direction de H1,2, nous assim-
ilons son noyau ale´atoire∇2F (s) a`
∫ s
0 ∇2F (t)dt. En utilisant cette identification,
nous pouvons donner une extension a` ce cadre de la forme symplectique canon-
ique sur l’espace de phase W = C([0, 1]) ⊕ L2([0, 1]) en utilisant la de´rivation
suivant L2([0, 1]) pour C([0, 1]) et suivant H1,2 pour L2([0, 1]).
La formule (6) s’interpre`te facilement dans ce nouveau formalisme et permet
d’obtenir un nouveau produit de Moyal stochastique.
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